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摘要: 在 Lurie系统 b、c间构造矩阵 B,利用 L yapunov方法结合亚负定理论, 得出系统稳定性判据, 给出实例. 特点

在于不用含积分项的 V函数就可以全面判定系统稳定性, 结果更适合程序处理.
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1� 问题的提出

Lurie控制系统

dX
dt

= AX + bf (� )

� = c
T
X = �

n

i= 1
cix i,

( 1)

其中, X, c, b R
n
, A  R

n !n
, f ( 0) = 0, 0< �f ( � ) ∀

k�
2
, (0< k< + # ).

� � 由文献 [ 1]给出了全面的概括及论述, 其后文

献 [ 2�5]采用不同方法找出其稳定的充要和充分条
件.本文考虑在 c、b间构造正定且对称矩阵 B n ! n,使

得 Bb= �c(其中 �= 1或 - 1). 依稳定性把 A、b、c元

素关联起来,写出矩阵 B的具体形式, 找出部分规

律,得出系统绝对稳定的充分和充要条件以及矩阵

B的构造方法, 并给出了例子.

2� 引理

引理 1
[ 1] � 下列条件都是文献 [ 1]的 ( 2. 1)式

绝对稳定的必要条件,

1) c
T
b∀ 0;

2)若 A为 H urw itz矩阵,则 c
T
A

- 1
b∃ 0.

定义 1� n阶实矩阵 A称为亚 (半 )负定矩阵,

如果有 R (A ) =
1
2
(A + A

T
) (半 )负定.

引理 2
[ 6] � n阶实矩阵 A亚负定 (亚半负定 ).

� x
T
Ax< 0,  x% 0(x

T
Ax∀ 0,  x% 0).

3� 主要结果

定理 1� 存在正定且对称矩阵 B n ! n,对任意给

定的 b = ( b1, b2, &, bn )
T
, c= ( c1, c2, &, cn )

T
, (b

T
c

% 0),有 Bb= �c (�= 1或 - 1).

证明 � 记 B = P
T
P, P= ( bij ) n ! n,

Bb =

�
n

i= 1
�
n

j= 1

bi1bij bj

 

�
n

i= 1
�
n

j= 1
bikbij bj

 

�
n

i= 1
�
n

j= 1

bin bij bj

= �

c1

 

ck

 

cn

,

由 �ck = �
n

i= 1
�
n

j= 1
bikbij bj,现分两种情况讨论 bij的存在性.

1)当 bi% 0, i= 1, 2, &, n,

记 P=

b11 b12 0 & 0

0 b22 b23 & 0

  ! !  

0 0 bn- 1, n- 1 bn- 1, n

0 0 & 0 bnn

, bij % 0,

j= i或 j= i+ 1,

可得

�c1 = b
2
11b1 + b11b12 b2,

�c2 = b11b12 b1 + ( b
2
12 + b

2
22 ) b2 + b22 b23b3,

&&

�cn = bn- 1, n - 1bn - 1, n bn - 1 + ( b
2
nn + b

2
n - 1, n ).

( 2)

先阐述一个原理: 若�
j= k

j= 1
bj cj > 0, ( k ∀ n),则存在 bij

% 0, ( j = 1或 j = i+ 1),使得 p
T
pd = c, (p  R

k !k
,

b, c  R
k

). 在式 (2) 中取前 k项等式, 记 �= 1及

bk, k+ 1 = 0,观察到

�c1 b1 + �c2b2 + & + �ck bk = ( b11b1 + b12 b2 )
2
+

( b22 b2 + b23 b3 )
2
+ & + ( bkk bk )

2
= �

j= k

j= 12
bj cj,



可记 biibi + bi, i+ 1 bi+ 1 = !i ( !0 = 0, i< k ), bkkbk = !k,

有 bi, i+ 1 =
�
j= 1

j= 1

( cj bj - !
2
j- 1 ) - b

2
ii b

2
i

biibibi+ 1

, �
i= k

i= 1

!
2
i = �

j= k

j= 1

bj cj,

可得出 bii =
�
j= i

j= 1

(cjbj - !
2
j- 1)

!ibi
, bi, i+1 =

!
2
i - �

j= i

j= 1

(cj bj - !
2
j-1 )

!ibi+1

,

bii、bi, i+ 1即为上述方程 (2)前 k项等式当 kk, k+ 1 = 0时

的解 ( i < k, bkk =
!k

bk
),验证时令

�
j= k

j= 1

bj cj

k
= !

2
i 即可.

� � 这一原理可称为 ∋正可断 (原理, 只要有一段

��
m

l

bi ci > 0,在整个 bi, i+ 1 ( i = 1, &, n)中 bm, m+ 1就

可以取 0, 相对预先规定的 bij % 0, P中第二条斜线

就可以断开,这个原理给出了 1)的证明:若后 n - k

项 �
n

i= k+ 1

bi ci > 0,同理可得后 n - k项方程解.若后 n -

k项 �
n

i= k+ 1
bi ci < 0,则由 ��

n

i= 1
bi ci > 0仍可得出全部解.

可以看出,在 1)中,若 �bi ci > 0,则 B除主对角线元

素外全为 0.

2)当 bl ~ bm = 0( 1∀ l∀ m ∀ n),

若 b1 % 0,记

� � P=

! !    &   &

& bl- 2, l- 2 bl- 2, l- 1 0 0 & 0 0 &

& 0 bl- 1, l- 1 bl- 1, l bl- 1, l+ 1 & bl- 1, m + 1 0 &

& 0 0 bll 0 & 0 0 &

& 0 0 0 bl+ 1, l+ 1 & 0 0 &

     &    

& 0 0 0 0 & bm + 1, m + 1 bm + 1, m + 2 &

& 0 0 0 0 & 0 bm + 2, m + 2 !

&     &   !

,

由 Bb= �c得方程组

&,

�cl- 1 = bl- 2, l- 2bl- 2, l- 1bl- 2 + ( b
2
l- 2, l- 1 + b

2
l- 1, l- 1 ) bl- 1 + bl- 1, l- 1bl- 1, m + 1bm + 1,

�c1 = bl- 1, l- 1bl- 1, lbl- 1 + bl- 1, lbl- 1, m + 1 bm + 1,

&,

�ci = bl- 1, l- 1bl- 1, ibl- 1 + bl- 1, ibl- 1, m+ 1 bm + 1,

&,

�cm = bl- 1, l- 1 bl- 1, m bl- 1 + bl- 1, m bl- 1, m + 1bm+ 1,

�cm + 1 = bl- 1, l- 1 bl- 1, m+ 1bl- 1 + ( b
2
l- 1, m+ 1b

2
m+ 1, m + 1 ) bm + 1 + bm+ 1, m + 1 bm + 1, m + 2bm+ 2,

&.

由式 ( 3)知 l~ m项相对独立,在 bl- 1, m+ 1和 bl- 1, l- 1取

定的情况下,可直接得 bl- 1, i,讨论显然包括 bn = 0.

若 b1 ~ bh = 0,可记

� � P =

b11 0 & 0 0 0 0 &

0 b22 & 0 0 0 0 &

  !      

0 0 & bhh 0 0 0 &

bh+ 1, 1 hh + 1, 2 & bh+ 1, h bh + 1, h + 1 bh + 1, h + 2 0 &

0 0 & 0 0 bh + 2, h + 2 bh+ 2, h + 3 &

0 0 & 0 0 0 bh+ 3, h + 3 !

  &     !

,
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与式 ( 3)同理,知前 h个等式相对独立, 在 bh + 1, h + 1、

bh + 1, n + 2取定的情况下,可直接得 bh+ 1, i, i∀ h.

若仅 bk % 0,此时可令 P中 bki及 bii % 0, 调节 �

正负即可.

综上所述,若 bi = 0,则 i式 (�ci = bl- 1, l- 1 bl- 1, i !

bl- 1 + bl- 1, i bl- 1, m + 1 bm + 1或 �ci = bh + 1, h+ 1 bh+ 1, i bh+ 1 +

bh + 1, ibh+ 1, h+ 2 bh+ 2 )相对独立,因此在构造 B时, 先把

bi% 0对应的 bii、bi, i+ 1结合到一起, 在 bi % 0的情况

下根据 1)算出 bii、bi, i+ 1, 再根据 bi = 0的情况得出

其余元素, 这样就可以求出矩阵 P的具体形式. 在

这里要指出,本文中所有 c
T
b% 0,证毕.

由以上原理可以看出, !i选取的多样性决定了

B的存在且不惟一性,而在实际中可根据 b、c的情

况简化的 B形式, 以带来更多方便. 下面由定理 1

得出一种一般 Lurie控制系统稳定性判定方法.

定理 2� 存在正定对称矩阵 Bn !n,满足 Bb= �c,

1) 若 �= - 1, BA亚负定或亚半负定, 则 Lurie

系统 ( 1)零解绝对稳定;

2)若 �= 1, BA + �kC亚负定,则 Lurie系统 ( 1)

零解在 [ 0, k ]上稳定.

(其中 �= 1或 - 1, C = ( cij ) n ! n, cij = ci cj ).

证明 � 由 Bb = �c,令 V( x ) =
1

2
X

T
BX,则

dV( x )

dt
= X

T
B

dX

dt
= X

T
BAX + X

T
Bbf (� ) =

X
T
BAX + �X

T
cf ( � ). ( 4)

1) 若 �= - 1,

) 当 BA亚负定时, 式 ( 4) ∀ X
T
BAX < 0, Lurie

系统 ( 1)零鲜绝对稳定;

∗ 当 BA 亚半负定时, 式 ( 4 ) = X
T
BAX -

�f (� ),由 �f ( � ) > 0, 若 X
T
BAX ∀ 0, 则式 ( 4 ) < 0,

即得 Lurie系统 ( 1)零解绝对稳定.

2)若 �= 1,

式 ( 4) ∀ X
T
BAX + �k ( �

n

i= 1
cix i )

2
= X

T
BAX +

�k ( c
T
X )

2
= X

T
BAX + �k ( c

T
X ) ( c

T
X ) = X

T
BAX +

�kX
T
cc

T
X = X

T
(BA + �kC )X,

则 BA + �kC亚负定, 即得 Lur ie系统 (1)零解在 [ 0,

k ]上稳定,证毕.

一般直接控制系统的判定能在) 中找到合适的
B说明系统 ( 1)绝对稳定性, 间接控制系统则可通

过 ) ∗ 解决,定理 1给出了找到一类 V(x )的具体方

法. 2)多用于分析临界状况或其它更为复杂的 Lurie

控制系统.

定理 3� 若 c
T
b < 0, 则一般 Lurie控制系统 ( 1)

绝对稳定的充要条件为 BA亚负定, 其中 B  R
n !n

,

且 B正定对称,满足 Bb = - c.

证明 � 必要性.由引理 1可知,系统绝对稳定时

有 c
T
A

- 1
b∃ 0,由 Bb= - c, 得 b = - B

- 1
c,则 c

T
A

- 1
b

= - c
T
A

- 1
B

- 1
c= - c

T
(BA )

- 1
c∃0, 由定理 2, 显然

有 BA亚负定;

充分性. 若 BA亚负定, 由定理 2及定义 1知,

系统在 B正定对称时绝对稳定.

这个定理就说明了, 对于任意给定的一个稳定

的 Lurie控制系统 ( c
T
b< 0), 存在满足条件的 B, 使

得 BA亚负定.

定理 4� 考虑文献 [ 5]中的飞机纵向飞行系统

演变的 n维 Lurie控制系统,

�x =

- �1 0 0 0 1

0 - �2 & 0 1

  !   

0 0 & - �n 1

∀1 ∀2 & ∀n rp 2

x+

0

0

 

0

- 1

f (� ),

� = c
T
x = ( 0, 0, &, 0, 1) x, 其中 �i > 0, r > 0,

p2 < 0, �f ( �) > 0.

若 rp 2 + �
n

i= 1

∀i +
1
�i

2

4
< 0,

1- rp2 > 0

则文献 [ 5]的系统 ( 2. 8)绝对稳定.

� � 证明 � 这里有 c
T
b = - 1, 得 �= - 1,

记 B =

1

�1

0 & 0 0

0
1

�2

& 0 0

  !   

0 0 & 1

�n
0

0 0 & 0 1

,

BA =

- 1 0 & 0
1

�1

0 - 1 & 0
1
�2

  !   

0 0 & - 1
1

�n

∀1 ∀2 & ∀n rp2

,得
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lE -
(BA )

T
+ BA

2
=

l+ 1 0 & 0
1
2
( ∀1 +

1
�1

)

0 l+ 1 & 0 -
1

2
∀2 +

1

�1

  !   

0 0 & l+ 1 -
1
2

∀n +
1
�n

-
1
2 ∀1 +

1
�1

-
1
2 ∀2 +

1
�2

& -
1
2 ∀n +

1
�n

l- rp2

=

l+ 1 0 & 0 -
1

2
∀1 +

1

�1

0 l+ 1 & 0 -
1

2
∀2 +

1

�2

  !   

0 0 & l+ 1 -
1
2 ∀n +

1
�n

0 0 & 0 l- rp 2 -
1

l+ 1�
n

i= 1

∀i +
1

�i
4

= 0,

得出 ( l- rp2 ) ( l+ 1) - �
n

i= 1

∀i +
1

�i

2

4
= 0具有负实

根条件:

rp2 + �
n

i= 1

∀i +
1
�i

2

4
< 0.

1 - rp2 > 0

定理 4把文献 [ 4]推广到 n维的情况, 得到新

的结果, 对角线元素的选取避开了 BA亚负定判定

中复杂的计算,另外也可以选取不同的 B来得出更

多新的结果.

例 � 考虑一个文献 [ 1]认为用二次型难以解决

的问题

dx1

dt
= 0x1 + x2 - f ( x1 - x2 )

dx2

dt
= - 1x1 + 0x2 + f (x1 - x 2 )

, f  F # , ( 5)

对于矩阵 A =
� 0� 1

- 1� 0
, 令 B =

1� 0

0� 1
, �=

- 1, 得
dV(x )

dt
= X

T � 0� 1

- 1� 0
X - �f ( � ). 由

X
T � 0� 1

- 1� 0
X = 0及由定理 2的 ∗知 dV( x )

dt
< 0,故式

( 5)绝对稳定.

3� 结语

本文沿用 Lyapunov方法,重点分析 Bn !n的存在

及选取,把 Lurie系统中的 b、c和 A有机地结合起

来,对判定、构造稳定的 Lurie系统提供依据. 在解决

实际问题中, 对于已知的 b、c寻找满足稳定的 A, 或

者对于确定的 A,寻找满足稳定的 b、c, 或其一,非常

有效.这种构造方法非常适合 #∃%&∋()∗关于 b, c, A

的参数空间集M 的探讨. 本文在定理提供的方法

中,都采用了较初等的手段,使得全部分析非常适合

计算机程序处理.
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Abstract: Research on uncerta in wa ter quality m odel is done to im prove the know ledge o f the uncerta in w ater con�
dit ion, and an ex ternally observed variable is always used to analyse the effect of uncerta in cond it ions by reg ression
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m ode.l
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Abstract: The new criter ia o f Lurie system stability are ob tained by construct ing m atrix B betw een b and c o f the

system and using Lyapunov m ethods and the theory o fm etanegative defin item atrix. The examp le is g iven be low. U�
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